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The symmetric alpha stable (S S) was used to model a non-Gaussian, heavy tail and impulsive noise of com-

munication channels. However, explic it expressions for the probability dens ity functions (PDF) in terms of elementary 

functions are still unknown except for some special cases, which limits the application of the S S distribution in practice, 

which the b i-region separated by the trip le d ivergence was proposed  Specially, within the trip le divergence, a simple 

exponential function with two special parameters was constructed,     the two parameters were determined by using 

Taylor serial expans ion. Compared with conventional algorithms using the series expansion, the proposed algorithm 

avoids the selecting the number of the series items and the risk of series expans ion divergence. Moreover, numerical re-

sults verify that the proposed approximation is closer to the actual S S PDF than the conventional Cauchy-Gaussian 

mixture approximation.
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：针对描述通信信道中存在的非高斯、重拖尾脉冲噪声的对称 稳定（ ）分布模型，其概率密度函数

不存在解析表达式，在信号检测和信道迭代译码等应用场合不易分析和处理的问题，提出了一种以 倍散度为界

的两段曲线逼近算法。首先，确定两段曲线的分界点；其次，在 倍散度之外，确定了前 项级数来逼近；最后，

在 倍散度之内，构造了一个简洁的双参数指数函数，并用泰勒级数展开的方法确定指数函数中的 个参数。所

提出的两段曲线逼近法避免了已有级数逼近法中存在的级数项项数的选择问题和级数发散的问题。数值计算结果

表明，与传统的柯西高斯混合逼近算法相比，提出的逼近算法更接近真实的 分布。

：分段逼近；级数展开；概率密度函数；对称 稳定

： ： ：

在诸如室内无线信道、水声信道和电力线信道等

的通信信道中，观测到的噪声具有非高斯、脉冲等特

性，即接收到的信号受到重尾分布噪声的污染 。

因此，基于高斯分布的最优信号检测器、信道译码

器等的性能将急剧恶化。与指数衰减的高斯分布不

同，重尾分布是以代数衰减的，也即离中位数较远

： ； ：
：浙江省重点科技创新团队基金资助项目（ ）；浙江省自然科学基金资助项目（ ）
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的偏差，其发生的概率是相对较大的，因此重尾分

布被广泛地用于脉冲噪声建模 。文献 建议将

稳定随机变量族用来为脉冲现象建模。

稳定分布包含了一大类分布，不仅具有某些高斯分

布的性质，还具有比高斯分布更广泛的代表性。它

几乎能完美地描述各种不同脉冲程度的噪声，满足

广义中心极限定理 。通信信道中，常假设噪声是

对称分布的，因此仅考虑对称 稳定（ ）分

布的情况。

在检测与估计、信道迭代译码等问题中，如果

噪声的概率密度函数（ ）是解析的且是易处理

的，那么其最优化处理是可行的。但是，除一些特

殊的情况外，例如 分布、柯西分布以及高斯

分布外， 稳定分布的闭合解析式是不存在的 。

文献 提出了一种称为双参数的柯西—高斯混合

模型（ ），但从本文第 节中数值计算表明，

模型对 的代数拖尾部分逼近效果不太

好，存在较大的相对误差。

为了获得一种数学上容易处理且良好精度的

逼近模型，本文在文献 中级数展开逼近的基础上

提出了一种简单的、顽健性好的 分布两段曲线

逼近算法。该算法解决了 倍散度中间值时逼近

算法的发散性问题，同时又保持了原级数展开算法

良好的逼近性能。数值计算表明，本文所提出的逼

近算法具有良好的逼近精度，因而在研究 脉冲

噪声环境下的诸如信号检测、信道迭代译码等问题

时是非常有借鉴作用的。

特征函数与概率密度函数是一对 变换

对，对称 稳定分布的概率密度函数不存在闭

合解析式，因此常从特征函数来定义。尽管存在不

同形式的公式，其中被最广泛使用的 的特征函

数 如式（ ）所示。

其中， 是特征指数，决定了 的衰减

率； 为散度，如果 ，则称为标准的 。

考虑到 的对称性，仅考虑 ≥ 。图 分别

给出了当特征指数 、 、 时标准 的

。

分布的特征函数非常简洁，但直接使用逆

傅里叶变换来计算概率密度函数仍是十分困难的，

因为积分函数是振荡函数。然而，概率密度函数仍

然可以用级数展开的形式来逼近。这里，仅考虑

的情况，因为这与真实通信信道中的脉冲噪声环境

是基本一致的。对于标准的 ≤ ， 能

够用式 与式 来逼近 。

图 特征指数分别为 、 和 时的概率密度函数曲线

其中，系数 分别为

对于 的 概率密度函数，与标准 存

在式 给出的简单关系，因此本文以标准 为

例。

为了形象地描述式 与式 的逼近效果，图

以 为例，分别取 、 、 的前 项级数之

和， 和 的 个区域的级数逼近曲线和实

际 曲线的比较。从图 可以看出，当

或 时，式 前 、 、 项级数之和与实

际的 曲线（图中连续曲线）比较接近；但当

的中间区域时，式 与式 的逼近算法发

散，明显不再适合。从式 与式 可知，当 处于

个极端时，级数展开是非常逼近实际 的，但

当 位于中间区域时，没有合适的级数展开表达式，

这是本文需要解决的主要问题。
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图 特征指数 ，散度 时，式 表示的逼近曲线
（在曲线附近的数字表示所使用的前 项级数）

从双参数的柯西高斯混合模型 ，

的 可用下式逼近

其中， 为 分布的散度， 为仅与特征指数 有

关的混合率，文献 定义 为

文献 指出，当 时， 逼近 的
误差最大，此时 。因此本文以 为

例，从 模型来分析， 可分成两段曲线。一

方面，当 时，高斯分布 （方差

等于 倍散度，即 ）在此区间内的概率为

× ；类似地，柯西分布

在此区间内的概率为 × 。因

此，高斯分布在此区间内占主要分量，而高斯分布具

有指数函数形状， 也应具有类似高斯分布的指数

函数形式。当 ≥ 时，高斯分布尾部按指数快速衰

减，柯西分布按代数缓慢衰减，在此区间内柯西占主

要分量， 分布也应具有代数衰减特性。

另一方面，图 、图 所示的对数坐标图

表示了不同特征指数 的 曲线，在 邻域处

存在交点，此交点自然地把曲线分成两段。从图

中可看出，当 ≥ 时， 的对数（以 为底，

下同）与 的对数，成近似线性关系，那么 与

为指数函数关系，也即

其中， 表示是 的函数， 是图中直线的斜

率。由此，当 ≥ 时，认为 分布的 可用

式 所示的级数展开来逼近。当 时，图 所

示的对数坐标图中，最上面的一条曲线对应高斯分

布，最下面的一条曲线对应的是柯西分布，并且这些

曲线呈下凸形状。从图 可以看出，这些曲线介于

和 之间，具有与高斯分布相似的形状，因此可假

设 也应具有高斯 相似的关系。

图 不同特征指数 对应的概率密度函数

其中， 表示与 相关的函数。再结合式 ，当

时，可以用下式来逼近。

综合这两方面的分析，确定 为两段曲线的分

界点，两段曲线分别由式 和式 来近似逼近。

在 节和 节中，确定这 个公式的具体参数。

首先定义相对误差 为

其中， 为前 项级数之和，即

，图 是 时的相对误差。

图 倍散度区域的相对误差
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从图 中可看出， 越大，则用式 前 项

级数之和的逼近精度高。特别是当 时相对

误差在 之内。 ≤ 时相对误差为负，即

以前 项级数之和的曲线衰减比实际的 曲线的

衰减要慢；而当 时，则正好相反。 特征

指数 越趋向于 时，指数衰减的特性越明显，此

时用级数展开的方式来逼近，相对误差越大。反之，

特征指数 越趋向于 时，逼近的相对误差越小。

图 给出了不同特征指数下，分别在 、

和 的区间概率。在相同的特征指数时，

≤ ≤ ≤ ，这表明在

区间的相对误差要比 区间的相对误差

更重要，也即考虑级数逼近时，不仅需要考虑整体相

对误差，而且也要考虑相对误差所在的区间。以表

为例，当 （柯西分布）时，只要用前 项级数逼

图 不同特征指数下的区间概率

近就足够了，实际上， 。

这说明并不是级数项越多，逼近误差就越小。

为了确定级数之和的项数，取 值分别为 、 、

、 ，图 给出了相应的相对误差曲线。从图中可看

出，级数项 越多，虽然在 区间内相对误差更

小，但是在 区间内的相对误差反而更大，而根

据图 可知， 区间的相对误差比 的相

对误差更重要。由此，结合图 图 ，确定级数项 。

图 倍散度区域内不同级数项之和的相对误差

为了改善图 所示的中间区域内的逼近精度，

并且在数学上易于处理，在 节中表明，当 处于

倍散度之内时，可用式 表示的函数来逼近 。
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为了形象描述式 中的幂次函数，从式 得

从图 可看出，最下面的曲线是高斯分布对应

的幂次函数 ，显然是一条 曲线（最小均方函

数曲线）；而其他分布的幂次函数曲线则位于直线

和二次方曲线 之间。因此， 内的逼近问题就转

化为如何确定如图 所示的幂次函数 。文献

引入了称为惩罚函数的单参数 函数

，目的是抑制主要由脉冲噪声引起较大

值的似然比。由此，本文也引入了惩罚函数，目的

是当 的中间区域时，消除如图 所示逼近

算法的发散性，同时又保持了 取较小值时式

逼近算法的准确性。把单参数 函数推广至

双参数， 重新定义为

其中，参数 。因此，在 的逼近函数为

图 式 幂次函数

为了确定式 中的参数 ，对式 泰勒

级数展开，得到

为了当 较小时与式 具有相同的逼近性能，

令式 和式 的前 项系数相等，整理后得到参

数 和 的表达式如下

由此，得到笔者称之为两段曲线逼近算法

为了验证本文提出的 算法的有效性，采

用 仿真软件， 概率密度函数的数值

计算 源代码见文献 。同时，为了与其

他算法比较，引入了如式 所示定义的带有双参数

的柯西高斯混合模型算法 。

当 、 与 时， 与 的比较

结果分别如图 图 中所示，每个图的 、 图是

实际概率密度函数、 算法和 算法的逼近

概率密度函数； 、 图是根据式 计算的概率

密度函数的相对误差。

图 ， 与 的性能比较
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当 时， 和 算法都接近真

实的概率密度函数曲线。但在 区间内，

要比 的相对误差小得多，特别是特征指数

趋向于 时更明显。以 为例，如图 与图

、图 和图 所示，散度 分别为 、

和 时，相对误差是一致的，这也表示了本文所提

出的算法与具体散度取值无关。

当 时， 的 趋向于代数衰减，

当特征指数 趋向于 时更明显。然而，由于

算法依然是指数逼近，这就意味着存在一个潜在的较

大误差。相同地， 算法在此区域中，高斯分量

衰减较快，柯西分量衰减缓慢，因此，加权平均后，

算法在 趋向于 时比 算法更好一些。
当 ≥ ， 的 以 次幂的代数衰

减特性更明显 。本文提出的 算法，在此区

域中是以前 项级数之和来逼近实际 的，相

对误差比较小。一方面，特征指数 越趋向于 ，
代数衰减的特性越明显，相对误差则越小。而

算法，从图 图 可以看出，相对误差均

为正，这说明逼近 小于实际 ，衰减明显

过快，式 体现了这一点，因为无论是高斯分布

还是柯西分布，其衰减均快于 次幂。当特征
指数 越趋向于 时， 值越小，则高斯分布占

的比重越大（相应地，柯西分布占的比重越小），

尾部越趋向于指数快速衰减，与实际代数衰减的

相对误差更大。

另一方面，当特征指数 趋向于 或 远大于
时，式 可以进一步简化为

这表示式 是以 的幂次衰减，这与

的衰减特性是一致的。所以， 算法在拖尾区域

要比 算法的性能表现得更好。以 为

图 ， 与 的性能比较 图 ， 与 的性能比较
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例，从图 可以看出， ≥ 的概率在 左右，

则 ≥ 的概率为 ，因此拖尾区域 的逼近

性能不可忽略。

图 ，不同 时 与 的性能比较

本文提出的 算法具有较好的逼近精度、

简洁的解析表达式和较强的顽健性。可用于 脉

冲噪声环境下的诸如信号检测、 码迭代译码

等方面的应用。

唐洪 邱天爽 张文蓉 脉冲噪声环境中自适应阵列对信号的跟踪
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